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PREFACIO 


Dicté por primera vez las conferencias «Areas y logarit- 
mos» en el otoño 1951, en la Universidad de Moscú, ante los 
alumnos de clases superiores de las escuelas secúndarias. 
Se expone la teoria geométrica de jos logaritmos en la que 
los últimos aparecen como ciertas áreás. Todas las propieda- 
des de los logaritmos se deducen del análisis de las propieda- 
des respectivas de las áreas. Junto con esto la conferencia 
proporciona las más simples nociones y propiedades del 
cálculo integral. 

En el presente folleto la conferencia la sido un poco am- 
pliada. No es forzosamente necesario que el lector sepa bien, 
antes de empezar a leerlo, qué son logaritmos. Le necesita 
únicamente tener conocimientos primarios sobre las funciones 
más simples y su representación gráfica, la progresión geo- 
métrica y la noción del límite. Los alumnos de los grados 
superiores de la secundaria ya conocen lodo esto. 

Si el lector desee obtener más información sobre los luga- 
ritmos, podria referirse a la obra «Nacimiento de logaritmos» 
por I. Abelson y «Series» de Á. Markushévich. En el último 
capítulo de la obra «Series» la teoría de logaritmos se expone 
de una manera distinta de la utilizada en este folleto. 
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í, Cuando tralamos de una «función dada», enlendemos 
que existe el método por cuyo intermedio para cada valor 
de x podemos encontrar el valor de y (valor de la función), 
correspondiente al valor indicado de x. Con mayor frecuencia 
las funciones vienen expresadas por fórmulas. Por ejemplo, 
la fórmula y=x? define y como función de xv. En este caso el 
valor de y, correspondiente a cualquier número de y (x=3, 
por ejemplo), se obtiene elevando al cuadrado este número 
(y=9). 


: ¡ ? E , 
La jórmula y==- define otra función. Aquí, para cada 


valor de x, distinto de cero, el valor correspondiente de y 
se determina como magnitud recíproca a x; si x=2, entonces 


In, sl ; : : 
Cuando tratamos de una función cualquiera (no importa 
qué sea:su- tipo), escribimos: y=f(x). Esta anotación signi- 


=—; entonces y=-—2. 


- Mrs E E EE E 1 PT ] 
fica que yes cierta función de x (puede ser que y=x* 6 A 
o cualquier otra iunción). Este método de designación de las 


Íunciones es semejante al método de expresión de números 
por medio de las letras. Se puede hablar, por. ejemplo, de 


a FAA pa i j 1 = ¿ AS A * . 
los números concretos 2, —< ,V2, y también se puede indicar 
eos . ii ps. . * Í 
un número'a, sobreentendiendo bajo a. el número 2, — 7 


V 2 u otro número cualquiera. Análogamente a la manera de 
designar los números por diferentes letras, las funciones tam- 
bién pueden anotarse a la manera diferente. Además de la 
anotación y=f (x), e pueden usar otras anotaciones, como por 
ejemplo: y=g(%), y=h(x), etc. 


— A 5534 IAAAÁ<XÁ + 


Pues, si en un mismo problema, que ha de ser resuelto, 
participan dos funciones, una de ellas se designa por y=f(x), 
la otra por y=g(x), etc. 

La función y=f(x) puede ser representada de una manera 
gráfica. Se toman para ello dos rectas, Ox y Oy, mutuamente 
perpendiculares, llamados ejes de coordenadas (fig. UD), Y, 
eligiendo la unidad de medida (escala), se marcan en el eje Ox 
los valores de ax; sobre las perpendiculares al eje Ox (en el 


plano xOy) se marcan los valores correspondientes de la fun- 
ción y=f(x). Se observa en este caso la regla de los signos: 
los números positivos están representados por segmentos 
que van a la derecha del punto O (origen de coordenadas) a lo 
largo del eje Ox, o arriba (a partir del eje Ox). Los números 
negativos están representados por los segmentos que van a la . 
izquierda o abajo. Recordemos que los segmentos dirigidos, 
marcados en el eje Ox, se llaman abscisas, y los segmentos 
perpendiculares al eje Ox, se denominan ordenadas. 

- Si para todos los valores de x existen los valores corres- 
pondientes de y, entonces, uniendo con una línea los extre- 
mos. de ordenadas, obtendremos una curva plana que será 
la gráfica de la función y=f (x); si una función se expresa por 
la ación y=x*, la gráfica es una parábola, expuesta en 
la tig. 2. : 

Eliijamos. en la gráfica (fig. 1) dos puntos cualesquiera, 
A y B, y bajemos las perpendiculares AC y BD al eje Ox. 
Obtendremos una figura, ÁCDB, llamada trapecio curvilineo. 
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Si, en un caso particular, el arco AB es el segmento de una 
recta, no paralela al eje Ox, se obtiene un trapecio rectángu- 
lo común. Si AB esel segmento de la recta, paralela al eje Ox, 
resultará un rectángulo. ' Así: pues, el trapecio[rectángulo - 
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y el rectángulo representan en sí un caso particular del tra- 
pecio curvilineo, 

La gráfica de la función expuesta en la fig. 1. se dispone 
por arriba del eje Ox. Tal disposición es posible sólo en el 
caso en que los valores de la función son números positivos. 

Si los valores de la función fueran negativos, la gráfica 
se dispondría por debajo del eje Ox (fig. 3). Convengamos 
asignar, en este caso, al área del trapecio curvilíneo el signo 
«menos» y la consideraremos negativa. 

Es posible también que la iunción tenga signos diferentes 
en distintas secciones de variación de x. Entonces, una parte 
de la gráfica se dispone por arriba del eje Ox, y la otra, por 
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debajo de éste, como se expone en la fig. 4. Al área del tra- 
pecio curvilineo A'C'D'B”, la conviene considerar negativa 
y la del trapecio 4”C"D”B”, positiva. Si elegimos en la grá- 
fica los puntos A y B de la manera indicada en la figura 
y trazamos perpendiculares AC y BD al eje Ox, obtendremos 
entre éstas cl área rayada (véase la fig. 4). Esta figura es 
también un trapecio curvilíneo, limitada por el 
arco AKA'B'LA"B"B, dos ordenadas AC y BD y el seg- 
mento CD del eje de abscisas. Su área se calcula como suma 
de las áreas de las figuras ACK, KA'B'L y LA"B"BD. Con 
esto, las áreas de las figuras primera y tercera son positivas, 
mientras que el área de la segunda figura es negativa. 

Es fácil comprender que en este caso el área de todo el 
trapecio curvílineo ACDB puede resultar tanto positiva, 
como negaliva y, a veces, igual a cero. Por ejemplo, la grá- 
¡ica de la función 


y=ax (u>0) 


es una recta; el área de la figura ACDB (fig. 5) será positiva, 
si OD>0C, y negativa si OD<<OC. Por fin, el área será nula, 
si OD=0C. 

2. Determinemos el área S de un trapecio curvilíneo. Con 
la necesidad de calcular las áreas nos tropezamos muy a me- 
nudo, al solucionar diferentes problemas de las Matemá- 
ticas, Física y Mecánica; incluso existe una rama especial 
de las Matemáticas, llamada «Cálculo integral» que considera 
los medios de resolución de estos problemas. Abordando ta 
tarea planteada, buscaremos su resolución en dos etapas. 
Primero determinemos valores aproximados del área, consi- 
guiendo que el error de la aproximación sea tan pequeña como 
se quiera. En la segunda etapa de la resolución pasaremos de 
los valores aproximados del área al valor exacto. 

En la primera párte de la resolución sustituyamos el 
trapecio curvilíneo ACDB por una” figura escalonada de la 
iorma indicada en la fig. 6 (figura rayada). El área de la 
- figura escalonada se calcula de una manera simple: ella es 
igual a la suma de las áreas de los rectángulos. Consideremos 
esta suma como valor aproximado del área buscada S. 

Sustituyendo S por el área de la figura escalonada, co- 
metemos cierto error « que se compone de las áreas de los 
“triángulos curvilíneos pintados de negro. Para evaluar lá 
magnitud del error, tomemos el rectángulo más ancho y lo 
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imaginemos extendido hasta que su altura séa igual al vator 
máximo de la función (la que es BD en la fig. 6). Ahora tras-' 
lademos todos los triángulos cúrvilineos paralelamente al 
eje Ox de un modo tal que todos ellos queden metidos dentro 
del rectángulo mencionado, formando una figura dentada, 
parecida al filo de una sierra (fig. 7). Dado que esta figura 


se ubica toda en el rectánguio, el error «, que es igual :a.la 
suma de áreas de los dientes de la sierra 3), debe ser menor 


FIG. $5 FIG, 6 


que el área del rectángulo. Si designamos la base del rectán- 
gulo con 9, obtendremos: laj<6- BD. De aquí se deduce que 
se puede hacer el error a tan pequeño como se quiera, si en la 
fig. 6 tomamos los rectángulos tan estrechos que la base.ó5 
del rectángulo más ancho sea magnitud suficientemente pe- 
queña, Por ejemplo, si BD=20 y nuestro deseo es que el 
área de ta figura escalonada se diferencia de S a una magni- 
tud menor a 0,001, será suficiente poner $- BD==208 menor 


1) La función expuesta en las figs. 6 y 7 es siempre creciente 
(puede ocurrir que sea uniformemente decreciente). Si la gráfica de 
la función fuera más complicada (véase, por ejemplo, la fig. 4, en 
la que la función experimenta tanto subidas como bajadas), entonces 
tos triángulos curvilíneos, al ser frasladados en el mismo rectángulo, 
podrían resultar sobrepuestos uno al otro y en este caso la suma de 
sus áreas podría ser mayor que el área del rectángulo. Para poder 
aplicar nuestro razomamiento a este caso más complicado, conviene 
dividir toda la figura en trozos de un modo tal que dentro de los 
límites de un' mismo 4rozo la función sea sólo creciente (o decreciente), 
haciendo cálculos para cada: trozo por separado. - : 
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que Ja magnitud 9,001, es decir, $<<0,00005; enfonces: 
e 2 la i<06-BD<0,001, 


«No obstante, por pequeña que se haga Ó, cada vez habrá 
un error «, aunque sea muy pequeño. Lo último se debe al 
hechio de que el área del trapecio curvilíneo no es igual al 
área de la figura escalonada. Procediendo ahora con la se- 
gunda (y la última) etapa de la resolución del problema, 
pasaremos al límite. Supóngase que se considera ni una y ni 


E 


dos figuras escalonadas, -sino una infinidad de ellas. El nú- 
mero de rectángulos se hace aumentar indefinidamente, y la 
base 5 del rectángulo más ancho se hace disminuir indefini- 
damente, haciendo tenderla a cero. En este caso el error a, 
que surge en el resultado del cambio del área del trapecio 
curvilíneo. por el área de una figura escalonada, viene dis- 
minuyendo y también tiende indefinidamente a cero. El 
área buscada S se obtiene como: límite: de las áreas defi- 
guras. escalonadas. E 

- “3.- El procedimiento expuesto en el punto anterior, lo 
- aplicaremos para calcular el área de un trapecio curvilíneo 
en. el caso muy importante, en el que la función y=f (x): es 
una potencia, cuyo exponente es un. número entero rio nega- 
tivo: y==x*.Pára los exponentes £=0, 1, 2 obtendremos las 
funciones: y="=], g=xt=x, y=X. Las gráficas de estas 
funciones se construyen con: facilidad, son: una recta paralela 
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a Ox, que pasa al nivel de la unidad por encima de Ox (fig. 8), 
una bisectriz del ángulo xOy (fig. 9) y una parábola (fig. 10). 
Si tomamos exponentes más altos, obtendremos funciones 
yu=xX%, y=x*, y=x?, cuyas gráficas están representadas en las 
figs. 11, 12 y 13, 
En el caso en que k es un número impar, las gráficas són 
simétricas con relación al punto O (figs. 9, 11, 13). Si k es 


54 
0 a 


par, las gráficas son simétricas con relación al eje Oy (figs. 8 
19, 12, 

Si kzl, las gráficas pasan por el punto O, Obsérvese que 
cuanto mayor es k, tanto mayor es la aproximación de las 
gráficas al eje Ox en la vecindad del punto O, y al mismo tiempo 
tanto más áspera es su pendiente (hacia arriba o abajo) a me- 
dida que las gráficas se apartan del punto O. 

En las figuras 8—13 vemos trapecios curvilíneos rayados. 
Las áreas de éstos se calculan con facilidad, si £=0 y k=1. 


14 
En el caso en que ¿+=0, el área ACDB es igual a 
CD- AC=(b—d)* | b--a; 


si k=1, el área ACDB es igual a 
AC + BD b bea? 
LA ma) = A ; 


CD 3 
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Demostremos que para k=2, el área ACDB es igual a 
A Pa] : , ql , 
2 ; si k=3, entonces el área ACDB es igual a - 2, 


etc, 


En el caso general, en que £-es un número cualquierá no 
negativo, demostremos que el área del trapecio curvilíneo co- 
rrespondiente será representada por la expresión Ta 
Es evidente que este resultado general es válido para todos 
los casos particulares, considerados arriba. 

Con el fin de contribuir a la comprensión del problema, 
al exponente £ le daremos un valor mumérico determinado, 
por ejemplo, k=5. Supongamos además, que O<a<b. Exa- 
minemos, por consiguiente, la gráfica de la función y=x%, 
y siguiendo el procedimiento mencionado en el p. 2, probemos 
que el área del trapecio curvilíneo ACDB (fig. 14) es igual 

h8.— (10 

6 

4. Hemos de calcular la suma de áreas de un gran número 
de los rectángulos que componen la figura escalonada (fig. 14). 
Para simplificar la tarea elijamos los rectángulos de tal modo 
que sus áreas constituyan una progresión geoniótrica. Con este 
objeto tomemos los puntos E, F,'G, H, ..., T en el eje Ox 
de una manera tal que las longitudes OC=a, OE, OF, O0G, 
«.», Of, OD=b hagan una progresión geométrica. Designe- 
mos por n-+1 el número de términos de esta progresión, y por q, 
su razón (puesto que h>a, entonces 9>1). Obtenemos las 
igualdades: 


OC=a, OE =2q, OF =aq?, OG=aq*, ..., Ol =aqro!, 
OD=479" =b. 

En la fig. 14 están dibujados 6 rectángulos y, por lanto, 
n+1=7; en lo sucesivo supondremos £ tan grande como se 
desee, por ejemplo, r=1000, n=10000, 21=100 000, etc. 

Las bases de los rectángulos forman una progresión geo- 
métrica de la misma razón q: 

CE=0E-—0C=a(q—1), EF230F—0E=0g (q—1), 
FG=0G6—0F =aqUq—1), ...,1D==0D-=0! =aq"-Uy—1) 
(el número de términos de esta progresión y de las que si- 
guen es igual a n, y no a n-El). 


a 


Las alturas de los rectángulos son las ordenadas CA, EEs 
EF,, GGr, ..., 11; cada una de ellas es igual a la quinta po- 
tencia de la abscisa que le corresponde (mos convenimos que 
y=x5). Por consiguiente, 


CA=0C!tsm=at, - 
EE,=0Et=a'q*, FF,= OFi=ag", 
GG,=aqU, 


o. UH, =0lB=a8qt0-, 


Advertimos que las alturas de los rectángulos también 
forman una progresión geométrica de la razón q =3%). 
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Como las bases de los rectángulos forman la progresión 
de razón q, y las alturás, la progresión de razón. g%(=q"), 
entonces las áreas de los rectángulos deben formar una 
progresión de la razón qq =qU(= g+*D): 

GE- CA=a(q—1)a4=a(g—D;. 
EF EE, =9 (q—1) avg? =a%* (q—1); 
FG: PE(=47 tg —1)ag (gl) 


ID-[[ ag (q— 1) asar p=a%q ota 01) 


Por eso, la suma de áreas de los rectángulos que es equiva- 
lente al área de la figura escalonada, es la suma de una pro- 
gresión geométrica de razón q*, cuyo primer término es af 
tg—1) y el último término es es e=M(q-—]): 
atgóti—D(a—10B—al (q— 
1 (9 A (q—1) = [lag")—a"] 5 
p*—ag? 


PEPE PERE 


4] 
(hemos aprovechado que b=aq" y KA rHn+ 
+9) 

5. Hagamos aumentar indefinida mente el número 1 de 
los rectángulos. Puesto que las bases de los rectángulos consti- 
tuyen una progresión geométrica creciente (q>l), la primera 
de estas bases será la menor en comparación con las restantes. 
Pero, la suma de longitudes de todas n bases es igual a b—a; 
por eso a la base CÉ£, le corresponde una magnitud nienor que 


b— , b— 
2. es decir, aga; de donde: 


El segundo miembro de la última desigualdad tiende a cero, 
cuando /1 aumenta indefinidamente. Dado que el primer miem- 
bro es positivo, debe también tender a cero, lo que significa 
que q tiende a 1. 

De aquí se deduce que q?, q*, q* y q también tienden a 1; 
la suma PERE gel tiende a 1+1+1+1+1+1=6, 
y, por lo tanto, toda el área de la figura escalonada, igual a 

YO a > 
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tiende al límite 
BS —g8 
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El área buscada del trapecio curvilíneo debe ser precisamente 
igual a este límite: 
SL 
Y 
Bemos obtenido el resultado mencionado para k=0. Si 
realizáramos el mismo procedimiento para cualquier k natu- 


ral, tendriamos: 
BrR+1__ ak +1 


S ER . 
De tal modo hemos comprobado que el área de un trapecio 
curvilíneo, comprendido entre dos ordenadas de abscisas a y b 
v limitado por arriba con un arco de la función y==x*, es 
igual a 
pR+1 A+ 


TS 


6. El resultado del párrafo anterior, lo hemos obtenido 
suponiendo que O<a<b, es decir, para el trapecio siluado 
a la derecha del eje Oy. Si a<b<<0, da demostración se lleva 
a cabo del modo igual. No obstante, conservando la razón 
q positiva y mayor que 1, tenemos que tomar el número y por el 
primer término de la progresión, y el número a porel último 
termino (teniendo en cuenta que lal>jb)). Reiterando el 
procedimiento, llegamos 'al mismo resultado: 

pR+1_ar+1 
S= RH 
Si k es un número impar, k£-+-1 será par y, por consiguiente, 
pF+1 y aki son números positivos, siendo el primer número 
menor que el segundo. Por eso, $ será, en este caso, negativa; 
esto es lógico, dado que para k impar el trapecio curvilineo 
correspondiente se sitúa por debajo del eje Ox (véanse las 
partés izquierdas en las figuras 11 y 13). 

Volvamos a considerar el caso de O<a<b. Si dejamos b 
invariable y hacemós tender a cero a, el trapecio eurvilineo 
irá extendiendo a la izquierda y, al ser a=0, se transformará 
en un triángulo curvilineo ODB (fig. 15) (consideramos que 
k>=1). Es evidente que, cuando a tiende a cero, el área del 
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trapecio curvilíneo tiende a la del triángulo curvilineo. En 
electo, la diferencia entre el. área segunda y primera és inenor 


que el área OCAL, la que tiende a cero. Por otra parte, cuando 
a tiende a O, el área del trapecio curvilíneo tiende a la magni- 
tud pal (lo que se infiere de ta fórmula, ya obtenida). Es 
por eso que el área del triángulo curvilineo 0D'B es igual 
E > es decir, es £$-1 veces menor del área del rectángulo 


ODBK, o, que es lo mismo, 4-1 veces menor del producto 
de los «catetos del triángulo rectangular» 0ODB (ponemos 
comillas, puesto que se trata de un triángulo no común, 
sino curvilíneo). Para k=1 obtenemos la función y=x; la 
grafica será una recta (véase la fig. 9); el triángulo curvilineo 
se transforma en un triángulo rectangular común y el área 


de éste es m=73 del producto de los catetos. 


El resultado análogo se obtiene para el caso en que a<o<0 
(el trapecio curvitíneo se dispone a la izquierda del eje Oy). 
Dejando a invariable, hacemos que b tienda a cero. En este 

—gr + 1 
caso la expresión A tiende al límite 5 el que 
será el área del triángulo curvilíneo correspondiente. 

Un triángulo curvilíneo puede considerarse como caso 
particular de un trapecio curvilíneo. De lo que hemos cstable- 
cido más arriba se deduce que la fórmula 

sas Pira red 
ER 


Qs 
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conserva su validez para un triángulo curvilíneo. Basta sólo 
poner en ella a=0 (si el triángulo se dispone a la derecha del 
eje Oy) o b=0 (si el triángulo se dispone a la izquierda de Op). 

7. Retornemos, ahora, al problema general del examen de 
áreas de los trapecios curvilíneos. Sea ACDB un trapecio 
curvilineo, limitado por el arco 48 de la gráfica de la función 
y=F(x), dos ordenadas AC y BD bajadas de los extremos del 
arco a Ox, y el segmento CD encerrado entre las ordenadas 
(fig. 16). Si OC=a y OD=b, siendo ab, entonces el área 
ACDB se designa por: 


(xj dx. (5) 


AA 


En esta expresión cada signo tiene su propio sentido, Esta 
indicada en ella la función f(x), cuya gráfica limita por una 


FIG. 16 
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parte un trapecio curvilíneo; los números a y 5 determinan 
las fronteras del trapecio mencionado desde la izquierda y desde 
la derecha. La expresión (*) nos recuerda también el método 
de calcular el área ACDB. Este método, expuesto en los 
pp. 2 y 3, consiste en el cálculo de la suma de áreas de los 
rectángulos que componen la figura escalonada y en el pasa 


posteriór al límite. El signo $ representa la letra S (extendida 


- por sus extremos), la primera letra de la palabra latina suma. 
Tal modo de escribir la letra S recuerda que el cálculo del 
área de un trapecio curvilineo no se limita con la composi:- 
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ción de la suma; hace falta, además, pasar al Jímite. A lá 
derecha del signo do que se denomina signo de integral (de 


la palabra latina integer), vemos un producto f(x)dx. Este 
producto representa en sí el área del rectángulo de altura 
f(x) y base dx. La létra d que precede a x significa diferencia. 
(de la palabra latina differentia; dx designa una diferencia 
entre dos valores de x (véase fig. 16): dx=x'—xX. Los números 
a y b se llaman, respectivamente, límite inferior y superior 
de la integral (la palabra «límite» se usa en esté caso en el 
sentido de «frontera»). 

Asi pues, la expresión (*) del área de un trapecio curvilíneo 
nos da, en el primer lugar, todos los datos sobre la forma del 
trapecio y su tamaño (números e y b y la propia función 
FO); en el segundo lugar, el método de búsqueda del área 
del trapecio el cual consiste en el cálculo de las areas de rec- 
tángulos cuyas alturas y bases son f(x) y dx, respectivamenle, 
composición de las sumas de estas áreas y paso posterior al 
límite (el propio signo de la integral). 

Reiteramos que la anotación indicada arriba expresa el 
área del trapecio curvilíineo ACDB. Haciendo uso de la nueva 
designación, podemos anolar los resultados obtenidos en el 
p. 9 en la forma que sigue: 

b 


Vado 


a 


pR+X— q R+1 
R--1 ¿ 


(donde £ es un número entero no negativo). 

8. Examinemos algunas propiedades, más simples, de las 
integrales. Es evidente que el área ACDB, sumada al área 
BDD'B' nos da el área ACD'B' (fig. 17). Pero el área ACDB 

b 


es igual a | f(x)dx, la del trapecio BDD'B' es igual a 


b 


WO dx y el área tercera (del trapecio ACD'B") es igual 


£ 


c 
a | (09 dx. Por consiguiente, tenemos: 
a » 


b y d 
¡ F(x) dir Fx) de = | Ho) dx. 
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Aquí, a<b<c. En el caso de que a«<c<0 (fig. 18) obtenemos: 


E b b 
Y Fx) de+X Fo9d=| foma, 


teniendo en cuenta que el área ACD'B"”, ai sumarla al área 
B'D'DB nos da el área ACDB. 


FIG. 18 


b 
Al introducir la noción de la integral $ Fo)dx enel p. 7, 


considerábamos que a<b, es decir, el lí mite inferior es menor 

que el superior. Precisamente por esta razón el área BDD'B*, 

donde OD=0b, 0D'=«c, siendo be (fig. 17), pudo ser expre- 
e 


sada comio $) dx. Si b fuera mayor que c (fig. 18), la 
b 
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expresión del área tendría la forma rejas (cada vez el 


e 
límite inferior es menor so A, En el primer caso 


la diferencia de integrales 5 (x) dx $ Hx) dx era igual a 


a 


le] : : 
$ F() dx; en el segundo caso la diferencia lleva él signo me- 


nos: — ¡(dx (hemos aprovechado las igualdades de in- 


e, . r . . . 
tegrales escritas más arriba). Para conseguir que una misma 
fórmula pueda ser aplicada en ambos casos nos convenimos 
escribir que, cuando b><e: 


E y 
Ñ Hx) d=— | Fx) dx. 


En otras palabras admitamos, ahora, también la integral, 
cuyo limite inferior es mayor que el límite superior, consi- 
derándola como área de un trapecio curvilíneo tomada con 
el signo. contrario. Entonces, en lugar de dos fórmulas di- 
ferentes 

e b 


usa 4  0<0 


a 


c br b 


Vraod— | px) de=— | Flx)dx  (b>c0) 


a 


escribiremos en ser caso: 
c 


Y Fe) de — Vronar=S par (1%). 


a 
Cuando b=c, el primer miembro se reduce al cero; por 
b 
eso es natural considerar la integral Í H(x) dx, suponiéndola 
b 


igual a cero. 
Así pues, cualquiera que sea la correlación entre los lí- 
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mites: bc, b>c ú b=c, siempre se puede usar la fórmula 


Ur) d—Ú f(x) a! ddr: 


Esta fórmula puede ser representada en la forma: 
b 


Freya +4 Fx) adx=Í Fo dx. 


a b 

Proponemos que el mismo lector, haciendo uso de los 
resultados obtenidos, se convenza de que la fórmula 
bo 

Ve 5 


a 


px +1 gR+1 
Ex 


es válida para a y b cualesquiera (y no sólo para 0<Za<b 
ó azo<Zo). 

9. Supongamos que f(x) es una suma o una diferencia de 
dos funciones: F0)=e(0+Ab) 6 f0)=g(0)—h(x) (por 
ejemplo, (0) =x"—x5). En este caso la integral de f(x) puede 
ser cambiada por la suma o diferencia de integrales de las 
funciones g(x) y h(x): 

b tj b 


Vito ax= 8 gx) dx +) h(x) de 


a a a 


o p » 
(s Vi) de=1 g(x) di—) 1h x) ds) 


Por ejemplo, 


- Comprobemos esta propiedad de las integrales, limitándo- 
nos sólo al caso de una suma. Así, sea [(1)=g (0) + (0; las 
a el tres funciones g(x), A(x) y f(x) están expuestas 
en la fig. 


Es necesario demostrar que 

ES! t b 

Yet) di=l gl de+Í ho) as, 

Po a A 
es decir, el área ACDB.es igual a la suma. .de las: áreas 
A1C1D,B, y A,C:D7B+. Dividamos el segmento del «eje Ox 
entre los puntos «=a y x=b en dominios parciales y cons- 
truyamos figuras escalonadas correspondientes para lodos 
los tres trapecios curvilíneos, representados en la fig. 19. 


Es evidente, que el área de cada rectángulo en la parte infe- 
rior del dibujo es igual a la suma de áreas de dos rectángu- 
los situados sobre el primero, en las partes media y superior 
del dibujo. Por ello, el área de la figura escalonada inferior 
es igual a la suma de áreas de dos figuras escalonadas, situa- 
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PQ PPP A  — 


das por arriba. Esta correlación entre las áreas no cambia, 
sea cual fuera el modo de partición del segmento del eje Ox 
entre los puntos x=a y x=b. Si el número de dominios par- 
ciales crece indefinidamente, entonces sus longitudes tienden 


a cero: el área inferior en este caso, tiende al límite VAGO dx, 


a 
mientras que las dos áreas, dispuestas arriba tienden a sus 
propios límites: 

b 

Ve(e)ax y Í £ (x) dx. 

a a 
Como el límite de la suma es igual a la suma de tímitos, 


tenemos: 
b by 


l f(x) dx = Ñ [e (x) +A (x)] dx = 
a e o 
=V 800) de +] Atx) de, 
lo que se tenía que demostrar. 
Del mismo modo se demuestra que 
b b b 
¡ [lg (0) —h (x)] dx = Ñ e (x) dx — y hi) dx. 
a a a 
Es fácil ver que la propiedad establecida de integrales 
es válida también para el caso en que f (x) es una suma de mayor 
número de sumandos. Por ejemplo, si (3) =8 (1) —h (9 +k (09, 
entorices: 
b b b 
Ve co—A 69 +20] ax=1 lg (0) —A (0) de +) de (0) de 


b 5 b 
glo de —/ hi1) de $ e (%) de. 
a ú a 

10. Aclaremos, qué correlación existe entre las integrale 


cb b 
Uersax y |CpH()dx, 


donde C es un número constante cualquiera. 
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Por ejemplo, cuál es la diferencia entre dos integrales: 


b b 
Í dx y ¡ 2a* dx. 
d 144 


Demostraremos que 


b b 
Y OF (x) di=C | f(x) dx; 
por ejemplo, 
b h 
2 de =2 | td 2 
E á Si 


Para simplificar la tarea, asignaremos a C algún valor 
os ' ' 
numérico determinado. Por ejemplo, hacemos C==-> 


7 - Ahora, 
tenemos que comparar las integrales 


h 


$ Huddx y ¡47 (0) de. 


a 


En la fig. 20 están representados los trapecios curvili- 
neos cuyas áreas se expresan mediante las integrales inencio- 
nadas. Dividamos el segmento del eje Ox entre los puntos 
x=a y x=b en dominios parciales y construyamos figuras 
escalonadas correspondientes. Es fácil convencerse de que 
el área de cada rectánguio de parte inferior del dibujo es 
igual a la mitad del área del rectángulo situado por arriba 
(de la parte superior del dibujo). Por eso el área de la figura 
escalonada inferior es dos veces menor que el área de la fi- 
gura escalonada superior. Pasando al limite (como en el p. 9), 
observamos que toda el area del trapecio curvilíneo inferior 
es dos veces menor que el área del trapecio curvilíneo superior: 


b b 
7H) dx =$ 0) de. 


En nuestro caso el número C era positivo. En el caso de € 


negativo, por ejemplo C=—>, la gráfica tendrá la forma 
expuesta en la fig. 21. 
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Comparando ahora el área ACDB con el área A"C"D”B”, 
encontramos no sólo el cambio de la magnitud absoluta del 
área (se ha reducido dos veces) sino también el cambio de 


A 22 — y  ——— 


y . y=iCx) 


signo. Por consiguiente, 


(Hr Has. 


úl 


Por supuesto, hemos elijido C=+> sólo con el objeto 
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de mayor claridad de razonamiento. En el caso general, 
para € cualquiera, es válida la ri 


crae=oS H (x) dx. 


Como ejemplo del uso de las propiedades de la. integral, 
demostradas en este párrafo y en el párrafo anterior, Calcule- 
3 | 


mos la integral  Grr—2x4+1) dx. Obtendremos: 
3 o 


i 1 1 1 
Br—2x + 1) de =N 3xrdx— | 2 dx | 1 dx= 
0 0 


1 0 
1 


j | 
dic paa 
0 0 0 
¿HL 3 
1 


11. Examinemos la función 
_ ] 
y=% a > ' 
cuya gráfica lleva el nombre de hipérbola equilátera y está 
expuesta en la fig. 22, 


Más arriba obtuvimos una fórmula para el trapecio curvi- 
líneo en la que E 


pR+1_gR+1 
Ñan E 
a 
Si la aplicamos al caso dado, entonces, observando que k4-1=0 
y pk*1=g*+1=], obtenemos en el segundo miembro ura ex- 


cs Y , de dl ; 
presión «y, que no tiene sentido. Por consiguiente, esta fór- 


mula no es válida para el caso en que £-=1. 


La invalidez de la fórmula para calcular la integral 
b 


yx x” dx no es un obstáculo, sin embargo, para que estudiemos 
g a E 


algunas propiedades de esta integral. 
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Demostremos que si aumentamos los valores de a y b o los 
disminuimos un mismo número de veces, es decir, si los muiti- 
plicamos por un mismo g>0, obtendremos un nuevo trapecio 
curvilineo de fa miísma área. Está claro que la propiedad men- 
cionada se comprueba bajo el supuesto de que la curva, cuyos 
arcos limitan desde una parte los trapecios curvilíneos, es 


yl 


F1G. 22 


A Pf + “PP ño mm — 


obligaloriamente una hipérbola equilátera. En otras palabras, 


ba b 
p xdx= ' dd sE 
aq á 


seaF cual fuera q(9>0). 

Para que la comprobación sea más fácil, asignaremos a q 
un valor numérico determinado, por ejemplo, g=3. 

En la fig. 23 se exponen dos trapecios curvilíneos corres- 
pondientes, ACDB y A"C'D'B". El primero de ellos es es- 
trecho pero más alto. El segundo es más ancho, pero bajo. 
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Es necesario demostrar que el aumento de la anchura en el 
segundo caso es coniperisado por ja disminución de la altura. 
de una manera tal que el área queda invariable. Con este 
objeto dividamos el primer trapecio en unos trapecios ele- 
mentales, más estrechos todavía, y cambiemos por un rectán- 
gulo a cada uno de estos últimos (fig. 23). Si aumentamos tres 
veces la abscisa de cada punto de la figura escalonada ACDB, 


A A 


dejando invariables las ordenadas, obtendremos la figura 
A'C'D'B" cuya área es tres veces mayor, puesto que cada 
rectángulo se hizo tres veces más ancho. Pero los extremos 
de ordenadas ya no se sitúan en nuestra hipérbola. En efecto, 
esta hipérbola es una curva de la proporcionalidad inversa, 


1 . 
Y =>, y si deseamos que los puntos no se aparten de ella, 


deberemos disminuir la ordenada tantas veces como hemos 
aumentado la abscisa. Si disminuimos tres veces todas las 
ordenadas de la figura A'C'D'B', obtendremos la otra fi- 
gura, A'CD'B”, Esta es un trapecio curvitineo, limitado 


e 
por arriba con un arco de la hipérbola y =>» y de los costados, 


por ordenadas, construidas para x=3a y x==3b. Los rectán- 
gulos correspondientes tienen bases tres veces mayores que 
las de los rectángulos originales, y alturas tres veces menores. 
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Por ello las áreas de los rectángulos obtenidos son iguales a las 
de Jos rectángulos originales. Por lo tanto, las áreas de dos 
figuras escalonadas son iguales como son sus límites, es decir, 
las áreas de los trapecios curvilíneos: 


q0 b 
(xidx= x= dy. 
ga a 
Hemos demostrado la propiedad, suponiendo que ab. 
No obstante, es valida también, cuando a=b y cuando a>b. 
En efecto, si a=b, entonces ag=bq4, y las dos integrales se 
reducen a cero de modo que la igualdad sigue siendo válida. 
Si >b, entonces aq>bg; en este caso se verifica la igualdad 


an a 
pap DN = Ñ de 
bq b 


(ahora bZa y por eso b y a cambian de lugares). Pero, según 
b 


lo convenido en el p. 8, para el caso en que a>b, $ ix) dx 


b 
significa A [60 dx. Por consiguiente: 


a 


Bq ag b a 
xd =— | x71 de, Varidi=— | 11 dx 
aq bq a b 


y, Como los segundos miembros de estas correlaciones son 
iguales, deben ser iguales también los miembros primeros: 
ba b 
: fxardx e | xT1dx. 
ag a 


Así pues, la correlación comprobada queda válida, cual- 
quiera que sea la correjación entre a y b: a<b, a=b 6 a>b, 
: ; pal 


12. Hagamos a=1i y examinemos A arida S1 b>1, la 
. . > . + r 
- integral indicada expresa el área del trapecio curvilíneo 


ACDB (fig. 24). Si b=1, la integral se reduce a cero. Por fin, 
si es 0Zb<1, entonces el límite inferior de la integral será 
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FIG. 24 


menor que el superior y en este caso tenemos: 

b 1 

Í xo dr=— $ A 

| b 
Esto significa que la integral se diferencia del área del tra- 
pecíóo curvilineo B'D'CA sólo por el signo. (fig. 25). En toda 
caso posible, para cualquier número bh positivo la integral 


$ x”"3%dx tiene valor bien determinado. Este valor es positivo, 
yA 
cuando b>1, es nulo cuando b=1, y es negativo para b<l, 


3 Mmo2953 
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b 
Es evidente que la integral ¡ x”idx es una función de b. 

1 
Esta función desempeña un papel muy importante en las 
matemáticas; la llaman logaritmo natural del número b 
y designan así: inb. Las letras ¿ y n significan las primeras 
letras de términos latinos «logarithmus» y naturalis». Así: 


hb 
$ x"idx=1nb. 
Í K 


Indiguemos algunas propiedades del logaritmo natural. 
Ánte todo, tenemos: 


inb>B, sí: 6>ly inf=0; Inb<0b, si 1. 


Obtengamos ahora, la propiedad fundamental del togaritimo: 
togaritmo de un producto es igual a la suma de logaritmos de 
los factores, por ejemplo: in6=!n2+In3. En el caso general: 


In(bo9=Inb+Inc, 
es decir, 
be > € 
¡ ete p x"idx+ Í ad 
¡ í 
En efecto, según lo demostrado anteriormente: 
3 E 
p aida p da 
l q 
para cualquier q>0. Hagamos q=b, entonces tenemos: 
y be 
¡ td 


b 


AT 
= 
] 
a 
« 
l 


Por eso, 
b € b be 
¡ rn des! xidx= ' xi dx. p 2d 
b 


i k 1 


Según la propiedad sacada en el p. 8, la última suma puede 
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L 


b 
ser sustituida por la integral ¡ x“idx, asi que 
1 


b c be 
' x dx + Ytda == 4 ETE, 
, : + ¿e 
que es lo que tenfamos que demostrar. » 
De esta propiedad se pueden sacar algunos: colorarios., 
Sea b2>0, entonces, según lo demostrado, tenemos: 


In 1 =10(57)=100+In+, 


y, como ln1=0, tenemos: ln ola =0, de donde: 


: / 
in $=- In b. 
Por ejemplo, ny =—4n 2. Luego, si b>0 y'>0, entonces: 


in <= Ín (e) =inc+ in =Inc—in0; 
en otras palabras el logaritmo de un cociente es igual a la di- 
ferencia entre los logaritmos del dividiendo y divisor. 

La propiedad iundamental del logaritmo se ha formulado 
para el producto de dos factores. Pero es también válida para 
el producto de cualquier número de factores. Así por ejemplo, 
contando con tres factores, tenemos: 


in tbcd) =1n [(60)4]=1n (bc) ln d=(Inb4-1n c) +Ind=inb>7 
+Inct Ind, 


Es evidente que el logaritmo de un producto es siempre ¡gual 
a la suma de logaritmos de los factores, sea cual fuera el 
número de éstos. 

Aplicaremos esta propiedad a un logaritmo de la potencia 
cuyo exponente k es un número positivo, 


Encontramos; 
Intr=10 (05...b) =Inb4-inb4+...+Iinb=klInb, 
rn sore? 
R veces R veces 


Por ejemplo, In16=!1n2*=4112. 
3* 
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Sea c=¡/b; entonces ct=b, y, por lo tanto 
inb=Ince=klnc=kIn yb, 
de donde 
in yb == Inó. 
Por ejemplo, 


In (2 =>31n2. 


. Pp * “y 
Si e=b7, donde p y q son números enteros y positivos, 
conforme a las propiedades demostradas tenemos: 


Pia UGAZ 
inby =10J/ br =—n 92=-—-plnb = ln b. 


Por consiguiente, la propiedad 

Inbé=k£Inb 
es válida no sólo para k entero y positivo, sino también cuando 
k es una fracción del tipo £. 


Es fácil ver que la misma propiedad es válida, cuando % 
es negativo (entero o fraccionario). En efecto, si R<0, enton- 
ces —R>0 y en este caso tememos: 


Inp*t= n= —Inb7*=—(—In0)=% In0. 


Y, por fin, esta propiedad es válida para k=0: 
inb* =in 1 =0=0-+inb. 


Así pues, para cualquier £ racional (positivo, igual a 
cero o negativo, entero o fraccionario) se puede afirmar que 


In pk RIné, 


Podríamos comprobar que esta correlación es válida tam- 
bién para k irracional; por ejemplo, 


nd 2=Y 21100. 


Aceptemos esta última afirmación sin demostrarla y en lo 
sucesivo hagamos uso de la propiedad siguiente: el fogaritimo 
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natural de la potencia es igual al exponente de la polencta mul- 
tiplicado por el logaritmo natural de la base de la' potencia. 
La propiedad conserva su validez” para todos los valores ' 
posibles del exponente k, tanto racionales como irracionales. 

13. Ahora nos dediquemos al cálculo de logaritmos. Su- . 
pongamos que es necesario calcular 1In2, es decir encontrar 
sel área del trapecio curvilíneo ACDB, expuesto en la fig. 26,4. 


Dividamos el segmento CD en 10 partes iguales y lracemos 
ordenadas correspondientes: KiL1, K2Ls, ..., KyLy. Con el 
objeto de hacer más exacta la aproximación de In 2, cambie- 
mos cada uno de los diez trapecios curvilíneos estrechos por 


los trapecios rectilíneos comunes (no por rectángulos, 
como hemos procedido antes). Con este fin unamos mediante 
segmentos rectilíneos los puntos A y £,, puntos £, y La, 
etc., ..., La y B. Como la fig. 26, a no presta la posibilidad 
de distinguir los trapecios curvilíneos de los rectangulares, 
ta figura 26, 6 demuestra el trapecio en una escala aumentada. 
El área de cada trapecio es igual al producto de la semisuma 


de las bases por la altura. En nuesico caso todas Jas atturas 
son jguales: 


A 
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Por eso las áreas de los trapecios se expresarán así: 
A kl 0,1; A 5 O, ; 


* 
ra. 


Ki HBD o. 
a 0,1 z 


la suma de eslas áreas es igual a: 
0 ¡| ACERA (Kit Kalo)i >: +(KoLs + BD) 
; 2 


DUOBACER E SE der REO 


Nos queda por advertir que todas las bases de los trape- 
cios representan en sí ordenadas de la gráfica de la función 


ya, correspondientes a las siguientes abscisas: 
l Lado Ll Li 1 13 Lib 1,77 LA 1, O, 
Por eso: 


AC=>3 == 1,000; K,£, =+ EOOS RÁ 75=0,833; 


KaL¿=73=0,76% Ku, =77=0,714; K,L¿== =0,667; 


,> 
Ko =7=0,625; K,L,= 77=0,588; KiLo= 73=0,556; 
KaL, =73 =0,526; BD=-=0,500. 


Por consiguiente, la suma de áreas de los trapecios es 
igual a: 
0,1 (0,500+-0,909-+-0,833+-0,769-+0,714--0,667-+-0,625=+ 
+-0,088-+-0,556-+-0,526-+-0,250) =0,6937. 


Escrutinando con atención la figura 26, sacamos la con- 
clusión de que la suma de las áreas de los trapecios nos pro- 
¿ porciona una magnitud que es un poco mayor en comparación 
con el área del trapecio curvilíneo. Esto significa que hemos. 
encontrado el valor aproximado de In2 por exceso, es decir, 
ln2 es un poco menor que 0,6937, 

Más abajo conocerermos otro método del cálculo de loga- 
ritmos que nos permitirá, en particular, obtener 1n2 con 
mayor grado de precisión. 
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14. Si calculamos las abscisas a partir dei punto C (no 
del punto O, como antes) y designamos nuevas abscisas con la 
letra + (fig. 27), la correlación entre las abscisas, la nueva 
y la anterior, de un mismo punto se expresará así: 

x=1+1. ! 

Esta correlación será válida para cualquier punto, sí consi- 

deramos £>0 cuando x3>1, y ¿0 cuando x<1. Al cambiar 
1 


x por 1+£, la función y= tomará la forma: Y=q7> La 


FIG. 27 


gráfica, sin embargo, no experimenta cambios. Todo lo nuevo 
que se introduce junto con t se reduce sólo al nuevo origen 
de coordenadas (C en lugar de O) y, por lo tanto, al nuevo 
eje Cy (paralelo al eje Oy); la curva no cambia su forma. Queda 
invariable, por supuesto, el árca ACDB. Pero, cuando el 
walor de x servía de abscisa, esta área se expresaba mediante 
la integral 

1 (5 

¡ 2 de = Im (1-+B) 

É 
daquií Pp=CD). 

Ahora, cuando por abscisa se ne el valor de £, la misma 


área se expresa por la integral Y (14+0)71de. Comparando 
D 
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estas integrales, obtenemos 
In(14B)= Y (1407 de. 
0 


Índiquemos a la siguiente identidad: 


A 


Se obtiene en seguida, si observamos que el primer: miembro 

es una progresión geométrica cuyo primer término, la razón. 

y el último término son la unidad, f y ¿9-1 , respectivamente, ' 
De esta identidad se deduce que 


(en 


rre t+e=P+. ¿A 


LE * 
Por esto: | 
p 
3 Fe 0 
In(1+6)=| tee Por +) de: 


Bajo el signo de la integral el lugar de la magnitud 
(1-42)7*, lo ocupa ahora la expresión más complicada que: 
es una suma de muchos sumandos. Ya sabemos que la integral: 
de una suma o de una diferencia de funciones es igual a la. 
suma o diferencia de las integrales de estas funciones. 

Por consiguiente, 


Inte) O 
= 101 fat AAN ds 


Si 


Sabemos coladiar cada integral. en el segundo. miembro de 
la iguáldad, salvo la última. Á saber: 


B B 
) Idi=P, pts E . frame 


2 
po ge 8 . pu 
Veas sd ye Y df = 
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De ahí se proviene que 


ln (148) =(B— E. Bj 7) + | 2 dt, 


'La expresión entre paréntesis en el segundo miembro de la * 
igualdad es un polinomio de grado 2n, desarrollado” según. 
«crecientes potencias de f. Si el valor de P está conocido y, 
tademás, elegido el número n entero y positivo (puede ser 
cualquiera), el valor del polinomio se calcula con facilidad. 
iLa única dificultad consiste en ei cálculo de la integral 


És 
fn 

Su 

:) 

Demostremos ahora, que en el caso cu que —1<bX!t, se 
puede hacerla tan pequeña como se quiera, si tomamos » lo 
suficientemente grande. Entonces, calculando in (14-f), se 
puede despreciar la última integral lo que resultará en un 
error insignificante. Por consiguiente, aproximadamente 
tendremos: 


np) Fé — tz 


15. Con el fin de evaluar el error de esta igualdad apro- 
«imada hace falta examinar la integrai despreciada 


A pon 
Val. 
0 

Supongamos ai principio que 0<P<1. En este caso Í 
es siempre positivo dentro de los límites de integración y, 
por consiguiente, 

0 es < pan, 

Esto significa que la gráfica de la función y= + se encuentra 
por debajo de la gráfica de la función y=1* (fig. 28); por eso 
el área CBA, es menor que el área CBA, es decir, 


pen+1 


b b 
¿aa S a 
Verds je dt= 7 


¡pu 
Ú 
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Así, el error gue proviene de la igualdad aproximada es 
menor que E El dado que 0<P<X1l, se puede hacer este: 
error tan pequeño como se quiera, cuando 1 es suficientemente 
grande. Hagamos, por ejemplo, $=1. Entonces la fórmula 
obtenida nos da: 

Ll e q ] 
2 o ph > 


2n 


z ! | : ER : 
con un error inferior a FT * Si deseamos utilizar este método: 
para calcular ln2 con un error inferior a 0,001, deberemos. 


y. 


yk 


- hacer que sea - n=, 001, es decir, 22-+ 1>1000; esta con- 


dición puede ser satisfecha, ponierido 21=1000. Lo último: 

- significa que en el primer miémbro de la igualdad aparecerán. 

* 1000. términos, cuya suma debe ser determinada. Es un tra- 
bajo desmesurado y pronto veremos cómo sé puede evitario,, 
haciendo uso de otra jórmula para 1n2. 


p 
16. Volvamos a examinar la integral 17, supo- 
0 


niendo, esta vez, que —I<P<O0. 
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Ya sabemos que 


b 0 
' 2n de > ¿an de 
0 


E 141 
0 
La integral Ve es igual al área de la figura ABCK, 


rayada en la fig. 99. La Aun indicada está situada por arribá 


del eje C£, dado que =>, cuando £2>>—1. Por eso, 


el área ABCK es positiva, es decir, la integral á E E es 


f 
á 5% ¡ : a EPA 
una nagnitud positiva que se diferencia de la integral a” 
0 0 
sólo par el signo y, por consiguiente, sus módulos son equiva- 


lentes: 


B 
n ad 
pay 
6 


( 
¡an dí 
pt 
p 


Observemos luego, que para £2>B y P>—1 se verifica la desi- 
gualdad 


l+i>1+8$>0, 
por lo tanto, 
E... 3 
ETE: 
y 
¿en ls fan 
A E 


Esto significa que la gráfica de la función == en el 
pa a B<E<O pasa por debajo de la gráfica de la función 


== (fig. 29). Por ello, el área ABCK es menor que ABCL: 
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El segundo miembro de la desigualdad se calcula con fa- 
cilidad: 


9 0 
qe q 2 di = | 21 2. 1 e 
ELE EAN di = 3 TA 
B2an+1 


"TF DUOPP) 


(esta magnitud es un número positivo, dado que P"+1<0,, 
I+$>0 y 22+1>0). Por consiguiente, 


A 


fn E ¿en dl em pan+1 
5 al 7) TEST RADA 


H 3 . . . pa ¿ .. 
Por ello, despreci ando el sumando VE en la expresión 
E ) 


- para In(1-4-P), cometemos un error inferior, en su magnitud 
2741 


absoluta, al número =ERFDaFN (—ISP<O0) El error 


tiende a cero, cuando n va creciendo ilimitadamente. 
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Así, en el intervalo —1<8$<0 la fórmula aproximada 


A 


211 


es válida con el error inferior a ADO * 


Supongamos, por ejemplo, que P=-=-=x. Entonces, el 


error de la fórmula aproximada será inferior a 

pr o | y (an +1)] = pija: 
Si tomamos 2==4, la última fracción será igual a Sp" 5% = 
== 
podemos escribir: 


<0,0005, Por consiguiente, con este grado de precisión 


Realicemos los cálculos: 


| ] 1 E 1 ES 
7 =0,5000, 5773 =0,1250, 3 =0,0417, 313 = 4.0156, 

l e AA 
ES 0,0062, n= 0,0026, q 0,0011, 55 3= 0.0000. 
Obtenemos: 


In + = — 0,6927: — 0,593 


con error inferior a 0,001 (tomamos en cuenta que la propia 
fórmula puede contener un error de hasta 0,0005 y, en adi- 
ción, un error de hasta 0,00005 pudo surgir como resultado 
de la reducción de cada uno de ocho sumandos a una fracción 
decimal). 


Dado que in $=—n2, tenemos; 
In 20,693. 


Si en la fórmula aproximada para in(1-+P) ponemos 


p=—2, podemos calcular del mismo modo Ing. y pot lo 


tanto, In3=—In>y . En general, al tomar b=— > obtene- 


co| 19 
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mos: 1) 7. y, por consiguiente, ln (k+1)-= 


= - No obstante, este método de cálculo de los loga- 


ritmos sigue siendo muy laborioso. Así por ejemplo, si de- 

seáramos calcular In1l, entonces, tomando £+4-1=11, es 
d ; 10 

decir k£=10, deberíamos poner p—«7, En este caso el error 


de la fórmula aproximada sería inferior a 


10 Sa, 10 pe 11 PS 


Tenemos, pues: 
eg. E di O (OY y, PUN... P 
091 (7) 0,83; (7) 0,69 (57) 0,48; 


CIN zz 0,29; (5) = 0,08; E 0,006; 


Por consiguiente, sólo en el caso en que 2n-+1=65 podemos 
garantizar que el error de la fórmula aproximada para el 


tl 
55 0,0050,001. 


: 5 1 , d 
Es evidente que los cálculos de ln ¡1 Serán demasiado la- 
boriosos, ya que debemos calcular la suma de 64 sumandos: 


10 1 f1042 L. FS 1 104% 

A 
17. Las conclusiones relativas a la fórmula aproximada para 
in(1+-B) nos hacen buscar otra. fórmula, que requerería la 
menor cantidad de operaciones. Tal fórmula existe. Para 
encontrarla tomemos un número £, entero y positivo, y haga- 


r l r - . 
calculo de ln será inferior a 


l 7 
mos P=T Entonces tendremos: 


inf A A A A 

TREPA RT RARA PET 
o E y 1 , | 

El error de esta igualdad aproximada es inferior a 
í 


MARA Tomemos ahora f negativo, igual a 
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nm Obtendremos otra igualdad aproximada: 
ln ( A A 
np 411) 25 FIT 


1 pos j 
RFP TAREAS CARA 


que nos da el valor de ln (1) con el error inferior a: 


A LOT 24d e 
pr Dl) =p anar: 


Sustrayendo, miembro a miembro, la segunda igualdad apro- 
ximada de la primera, encontranios; 


1 ] 
2 2 y 2 
Saa Tr + an er EE 


El error de esta igualdad aproximada no es superior, en 
su magnitud absoluta, a la suma de errores que admiten las 


fórmulas para In (143771) y in (I— HT > Por ello es 


inferior a 
1 1 2 fl. 1 


| ] 

MT RAT AT RANAS 
42+1 1 1 4£-+2 a 
AT AA SF 

l 1 


Transformemos la diferencia de logaritmos, observando 
que ella debe coincidir con el logaritmo del cociente, Obtene- 
mos: 


; a. 

LA MFTO 

14) 171) = 19 lí 
2k— 1 


A => =In (+ 1)—In k. 


Asi, 
la(k+ 110% => z 


Em ¡30% PE TERRITE ml ¡par 


+ yea” 0) 


con el error inferior a q SE or Sam ppm" 

Esta es la fórmula buscada. La fórmula permite calcular 
in (£4-1), si se conoce Inf. Aprovechando la iguaidad ln 1=0 
y poniendo en ella £=]1, encontraremos In2 con error in- 
jerior a 

] 


2n-+ 1 


1 
5 


IET n=5. Se puede afirmar que el error será inferior 


a 5 0 = 1150075 <0,000002. Por consiguiente: 


2 
in2=1n2—!n1 artos tis tr tos 


con error inferior a 0,000002. Tranmsformando todas las cinco 
Iracciones en las fracciones decimales con seis cifras después 
de la coma (es decir, con error inferior a 0,0000005) y sumán- 
dotas, obtendremos el vajor de ln2 con error inferior a 


0,000002+-0,0000005: 5<<0,000005: 
in 250,693146:-0,69315. 


Hagamos ahora en la fórmula (*) £=2 y n=3. Resulta: 
2 2 2 E 


E Y 0 O 
Son error inferior 23 7 EST mg, 000005. Por eso 


in 3In 2-+4+0,40546:=1,09861. 


. Luego, ¿hffidtemos in4=21n21,38630; tomando en la 
iórmula (*) £=4 ba n=3, encontramos: 


In 53—1n 4 = Sintra  0,223144 = 0,22314 
con error inferior a 
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Por esto: h 
In51n4+0,223141,60944. 


Ahora podemos encoritrar, también, el valor de in 10: 
ln 10=1n 5+1n 22,30259 


y, por fin, tomando en la fórmula (*£=10 y n=2, obtenemos: 
2 2 
in 11—1n 10 = AE = 0,09531 
(aquí, el error de la fórmula aproximada es menor que 
1.1.4 0,0000001). 


In 11=1n 104-0,095312,39790. 


No necesitamos más ejemplos para comprender, como se 
puede construir la tabla de logaritmos naturales. Precisa- 
mente a base de este método fue construida la siguiente tabla 
de logaritmos naturales de los números enteros, partiendo de 
la unidad hasta 100, calculados con error inferior a 0,0005, 

18. Hemos visto que el logaritmo de un producto se obtiene 
mediante la operación de adición; él de un cociente, mediante 
la sustracción, el logaritmo de una potencia se encuentra 
mediante la multiplicación (por el exponente de la potencia) 
y el logarítmo de una raíz, mediante la división (por el expo- 
nente de la raíz). Por eso, disponiendo de una tabla en la 
que al lado con los números se encontrarían escritos los lo- 
garitmos de éstos (tabla de logaritmos) se podría sustituir, 
con ayuda de esta tabla, la operación de multiplicación por 
la de adición, la división por sustracción, la elevación a po- 
tencia por multiplicación, y la operación de extracción de 
raíz por la de división, es decir, por las operaciones cada 
vez más simples. Los procedimientos correspondientes se 
exponen en los manuales de álgebra. Aquí, nos limitemos 
con un simple ejemplo. 

Supongamos que es preciso calcular c= Y 2. Hagamos uso 
del vator, anteriormente calculado, de In 2:30,693; al divi- 


dirlo por 5, obtendremos inj/2=> In 2:70,139. Basta, ahora 


encontrar el número 7 2, según su logaritmo. Nuestra tabla 
no es suficientemente conveniente para este objeto, dado que 
contiene los logaritmos 0,000 (correspondiente a la unidad) 


4 Nm 2953 
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Tabla de logaritmos naturales 
(de la 1 hasta 100) 


A A PAE AE 
| | 
in An | ” | in oa la » | 8 | ma 


0,000 [21] 3,045 [41] 3,714 [61 | 4,111 [8l | 4,394 
(1,693 [22] 3,091 [42 3,738 [[62 | 4,127 [82 | 4,407 
1,099 [231 3,135 [[43| 3,761 [[63 | 4,143 [83 | 4,419 
3,178 44] 3,784 [64 | 4,159 [84] 4,431 
1,609 [25| 3,219 [45| 3,807 [65 | 4,174 [85 | 4,443 
1,792 [(26| 3,258 [46| 3,829 [66 | 4,190 [86 | 4,454 
1,946 [127 | 3,296 (47| 3,850 [67 j 4,205 (87 | 4,466 


ñ 


> 
o, 
00 
[ay 
Le] 
— 


8] 2,079 [28; 3,332 |as¡ 3,871 fos | 4,220 sg | 4,477 
9| 2,197 ¡291 3,367 lao| 3,892 l69 | 4234 lso | 4,489 
107 2,303 [30| 3,401 [so¡ 3,942 [70 | 4,248 [90 | 4,500 
111 2,398 [31| 3,434 Nls1| 3,932 [71 | 4,263 [91 | 4,511 
12, 2,485 (321 3,466 [52| 3,951 72) 4,277 [92 | 4,522 
13| 2,565 [33] 3,497 [53| 3,970 1173 | 4,290 [93 | 4,533 
14[ 2,639 U34| 3,526 [54| 3,989 [74 | 4,304 [94 | 4,543 
IS] 2,708 [351 3,555 [56] 4,007 [75 | 4,317 [95 | 4,554 
I6| 2,773 l36| 3,584 [56] 4,025 76] 4,3331 [96 | 4,564 
17| 2.833 [371 3,611 57] 4,043 d77 | 4,344 |97 | 4,575 
is| 2,890 l38| 3,638 ¡[58g|] 4.060 [78 | 4,357 (98 | 4,585 
I9| 2,944 |39| 3,664 lso] 4,078 79 | 4,369 (oo | 4,595 


201 2,996 [40] 3,689 [¡60| 4,094 so | 4,382 li0o| 4,605 


y 0.693 (correspondiente a 2). El primero es demasiado pe- 
queño, el segundo es excesivo. En virtud de lo enunciado 
podemos decir sólo que 1<342<2. Pero, advertimos que 
in (10,/2)=In 104-1n3/2=2,303-+0,139==2,4492. El logaritmo 
inferior más próximo de la tabla es 2,398(=In 11), el loga- 
ritmo superior más vecino es 2,485 (=lIn 12). Por eso, tenemos: 
11<101/2<12, Observando que el número 2,442 es próximo 
al promedio artitmético de los números In1l y in 12, que es 
igual a 2,441, podemos escribir 10//211,5, es decir, (/2x 
31,15. Para controlarnos observemos que 


in (1005/23) =1n 100 + in 5/2=4,605 40,139 = 4,744 
y in 115=In5+In23=1,609-+3,135=4,744. 


” 
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a 


; 


19. Con el fin de construir la gráfica de la función y=In x 
elijamos los ejes de coordenadas y una unidad de escala; 
luego, en las perpendiculares al eje Ox. levantadas de los 


puntos escogidos de x(x>0), marquemos los valores corres- 
pondientes de Inx. Los extremos de las perpendiculares para 
todos x le situarán en la curva que será la gráfica de un loga- 
ritmo natural y que se expone en la lig.130, a. Por debajo, en 
ta fig. 30,5, vemos lnx, expresado por medio de un área, 
Los dos dibujos tienen una misma escala. Para un mismo valor 
de x será válida una afirmación que la cantidad de unidades 
cuadradas, que componen el área del trapecio curvilíneo 


4* 
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EA AAA o [o 


ACDB, es igual al número de unidades lineales que contiene 
el segmento K£ en la fig. 30, a. 
Observemos, si 0<x'<<1l, entonces resulta: 
J 


x' 
dx dx 
n= E, 
Xx Já 
1 xl 


es decir, lnx” es un número negativo cuya magnitud absoluta 
es igual al área del trapecio B"D'CA. Por ello, en este caso 
ln” se expresará en la fig. 30,a mediante el segmento K'L*, 
dirigido hacia abajo con relación ai eje Ox. 

Todas las propiedades de la gráfica de la función y=1nx 
se desprenden de la definición y propiedades del logaritmo 
natural. Por ejemplo, Inx es negativo para x<l, se anula 
para x=1 y es positivo, siendo x>1. Es por ello que la gráfica 
de logaritmo se dispone por debajo del eje Ox para los valores 
de xl, Cuando x=1, la gráfica corta al eje Ox. Para todos 
4>i la gráfica se dispone por arriba del eje Ox. Luego, la 
función y=Inx va creciendo a medida que aumenta x. Esta 
propiedad es evidente cuando x>i (véase fig. 30, b), pero es 
justa también para x=x'<<1. En efecto, si x' crece, quedando 
siempre menor que la unidad, la magnitud absoluta del 
area B'D'CA (fig. 30,b) va disminuyendo, lo que significa 
que In x, que se difiere de esta área sólo por el signo, va cre- 
ciendo. 

La gráfica nos señala que la propiedad de crecimiento del 
logaritino se expresa por una curva en forma de la cuesta de una 
colina, ascendente a la derecha. La curva indicada, abrupta 
al principio, adquiere después una pendiente cada vez más 
suave. Asignaremos a la gráfica de la curva el nombre de 
una cuesta logarítmica. 

Si trazamos una «senda» horizontal a lo largo del eje Ox 
. y vamos por ella a la derecha, partiendo del punto O, entonces, 
mirando abajo, veremos, al principio, un abismo infinito 
- en cuya profundidad se pierde la cuesta logarítmica. Sin 
- embargo, basta hacer un paso de anchura igual a la unidad 
de longitud para que el abismo se quede atrás. Continuando 
nuestro movimiento por la «senda», observamos que con cada 
paso la cuesta se hace cada vez más alta. Por ejemplo, hechos 
dos pasos (x=2), la altura será In2=0,693, después de tres 
pasos, In3=1,099, etc. Al hacer m pasos, calculemos el in- 
cremento de altura, correspondiente a un. sólo paso más. 
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Teniendo en cuenta que la altura de cuesta, correspondiente 
a m pasos realizados (cada paso equivale a la unidad de lon- 
gitud) es igual a lnm, y la altura después de m-+-1 pasos será 
igual a —In (m-+-1), llegamos a la conclusión que el incremento 
de la altura, correspondiente a un paso, será: 


a tal fa 
in (mm + Din m= in —_— =In(1+ 7) A 


Cuanto mayor es el húmero de pasos, tanto menor será. la 


cantidad - , y tanto más próximo a la unidad será el valor de 


Lens con lo que nf 14) tiende acero. Esto significa que 


la subida de la cuesta resulta cada vez menos visible, a medida 
que avanzamos a la derecha, es decir, la cuesta logarítmica 
realmente adquiere una pendiente cada vez más suave. 

La cuesta, sin embargo, sube de la manera infinita, asi 
que por grande que sea nuestro avance a lo largo de «la senda», 
la cuesta siempre será por arriba. i 

Efectivamente, realizados 2” pasos, la altura de la cuesta 
será jeual a 


in 2% =min2= 0,693 ti. 


Este último número para: in suficientemente grande, será 
tan grande como se quiera. i 
Supongainos que en lugar de la «serida horizontal» traza- 
mos ótra «senda» rectilínea, que tiene algún coeficiente angu- 
lar, aunque sea muy pequeño (fig. 31,a). Avanzando a lo 
largo de esta última senda, no sólo alcanzamos. la. cuesta 
logarítmica sino que, continuando el movimiento, lo deja- 
mos por debajo (fig. 31,0). 
Con el objeto de comprobar esto demostremos el siguiente 
lema: para in natural cualquiera es válida la desigualdad 
gn 
3 


>4. 


En efecto, cuando aumentamos m por una unidad, la 


. qm , 
fracción = crece, es decir, 
mn 
qm 4ma+1 
me e 


4 


esto se deduce de la desigualdad: 
4m+1 ae 4 m2? = (pi) = A) > 
m+l/  Am+1/y A" 
que es válida para mz>1.. Es. por eso.que entre las fracciones: 
41. 4 ám 
E $ Dz 5 ir e... 


FIG... 31: 


la primera tiene valor máximo,. es decir, siempre será 


41 á4m 
FS 
que es lo que teníamos que demostrar. 
j Observemos ahora, que en. cada punto de la «senda» recti»- 
línea inclinada se satisface la correlación 


y=xtga 


- donde u es el ángulo de inclinación de la recta (a es un ángulo: 
“agudo y, por consiguiente, tga>0). Al, tomar x=4"”, vemos. 
que la altura de la «senda» en este punto:x es igual a 4” tga, 
mientras que la alíura de la cuesta logarítmica será In (47) = 
=n ln4. La relación de la primera altura a la segunda es» 


4mu miga 47 igo 
mito sind 
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EN qua Í 
Pero, según lo demostrado anteriormente, A. Por eso, 


la relación de la altura de la «senda» a la de la cuesta loga- 
rítmica no será mefor que la cantidad 52 mm, la que puede 


ser fan grande como se quiera, si m crece indefinidamente. 
Por consiguiente, cuando x=4” y mes suficientemente grande, 


FIG. 32 


la cuesta logarítmica es considerablemente superada por la 
senda rectilinea (véase fig. 31,0). 

Fijémonos que la cuesta logarítmica está representada por 
una curva esférica qué gira su convexidad hacia la parte 
superior. Ex términos geométricos esto signilica que cual- 
quier arco de la gráfica del logaritmo se sitúa por arriba de la 
cuerda de este arco (fig. 32). Designando por x, y Xz las abs- 
cisas de losextremos de un arco arbitrario L,L,, comprobemos 


que para el valor medio de 7% el punto £ del arco 


se encuentra, realmente, por arriba del punto medio M, per- 
teneciente a la cuerda. 
Efectivamente, 


NM — fulih KaLo 
2 
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(como línea media del trapecio), es decir, 


| NM e Al. 


Hemos de demostrar que 
xoxo lnx + Ino 
In O E 
Pero 
inxi+loax, 1 


Am nx xp) =10 V X,x,. 


Por eso hace falta demostrar que 
Inch > In Vx. 
Observentos que 
VEA VIY=x—2V 384, >0 


(si x, y x, son números positivos diferentes). 
Por consiguiente, 


XFX > VU 


luego, 

> Vx, 
y, por fin, 
Int > In Vx, 


que es lo que teníamos que demostrar. 

Así pues, el punto de un arco, correspondiente al valor 
medio aritmético. de las abscisas de los extremos del arco, 
supera al punto medio de la cuerda, sea cual fuese el arco de: 
: la gráfica de logaritmo. De ahí proviene que la gráfica de 
logaritmo siempre gira su convexidad hacia la parte positiva. 
- del eje de las y. 

En caso contrario (fig, 33) se encontraría un arco, para: 
el cual la propiedad indicada pierde su validez (el punto me- 
dio M de la cuerda se situaría por arriba del punto correspon-- 
diente L del arco). 

Basándonos en las propiedades de logaritmo, podríamos 
dedúcir otras propiedades notabies de la gráfica de logaritmo.. 
Sin embargo, nos limitamos a las indicadas.. 
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20. Muy a menudo tenemos que recurrir a los logaritmos 
naturales, resolviendo unos problemas matemáticos y fi- 
sicos que, a primera vista, no tienen nada que ver con las 
áreas de trapecios curvilíneos limitados con arcos de hipér- 
bola. He aquí un problema de esta índole que planteó 
P. Chébishev, célebre matemático ruso: obterñier una fór- 
mula, sencilla al máximo, que permitiría el cálculo aproxi- 
mado de la cantidad de todos los números simples que no 
superarían al número prefijado n cualquiera, 


FIG. 33 


Si n no es grande, el problema de la cantidad buscada, 
s(n), no tiene dificultades (hemos de observar que aquí a 
rio tiene ninguna relación al número 3,14159...). Así, por 
ejemplo, si n=10, los números simples que no superan al 
número 10 son: 2, 3, 5, 7; su cantidad es igual a 4. Por const- 
guiente, x1(10)=4. Si n=100, entonces, empleando el pro- 
cedimiento conocido de la criba de Heratóstenes, obtendremos 
25 números simples: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 
37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97. Por con- 
siguiente, m(100)=25. Sin embargo, cuando n es grande, 
ta solución del problema se hace bastante difícil. ¿ Cómo se 
calcula sc (1), aunque de manera aproximada, cuando £ €s 
igual a un millón, mil millones, etc.? 

Chébishev encontró que para el cálculo aproximado de 
2 (n) es suficiente dividir n por el logaritmo natural de »: 

TT 


n (1) 15: 
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el error relativo de esta igualdad puede ser bastante grande, 
sin embargo éste tiende á cero, cuando 1: tiende a la infinidad. 
La fórmula aproximada de Chébishev es particularmente 
cómoda para el caso en que n es una potencia del número 10 
con exponente entero y positivo: 1=10%.- En efecto, Inn== 


in10*=*£ In 10:2,303%, y, por lo tanto.. 


0. 
(10%) e gap - | 


y 
3 


i 


Teniendo en cuenta que > 050,434, ohtenemos la fón- 
mula, más cómoda en cálculos: 
má 
7 (10%) = 0,434: si 


Así pues, cuando k=1 y k=2, tenemos:: 

1 (10) =0,434-10=4,34 (el resultado correcto es 4) 

(100) as 0,434." 21,7 (el resultado: correcto es 25). 
Procediendo de esta manera, obtenemos: 

(1000) 0,434 12 z 145 (el resultado correcto es 168), 


7 (10000) 0,434.22 < 1090 (el resultado correcto es 1229), 


(10%) = 0,434 na 72300 (el resultado correcto es 78498).. 


El error relativo del último resultado constituye 


78498 —72300. sz ' 
ers 0,08, 


es decir, el 8 por ciento y es, por consiguiente, bastante grande. 
Sin embargo, se puede demostraz con. toda la rigurosidad que 
el .error relativo, obtenido según la fórmula de Chébishev, 
puede ser. disminuido y heciro. tan. pequeño como se quiera 
a condición de que 10* es suficientemente grande. Llegará 
el momento, cuando el ervor será menor que el 1%, a conti- 
 nuación menor que el 0,1%., menor que 0,001%, etc. En esto 
réside una gran importancia teórica de la fórmula de Ché- 
bishev. .. o : 3 

P. Chébishev obtuvo, además, otra fórmula para el cál- 
- Culo aproximado de :c (1), la que es un poco más complicada 
que la primera. No obstante, ella nos proporciona la aproxi- 
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'mación mucho más exacta. He ahí esta fórmula: 
PA 
É 
Se (n) == dñaz a 
Sin realizar cálculos, indiquemos algunos resultados: . 


' E 177 (5 (1000) = 168); 
; 


10 000 


$ EE 1245 (s(10.000)=1229), 
l e 


[E ate007 (=(1 000 000) =78498). 
2 


El error relativo de la igualdad aproximada 
1 090 000 


x (1000:000) = Ñ de 


Int” 
E 


es, por consiguiente: 


178 49878627] 
Aa 0,0016, 
es decir, el 0,16%. 


21. Hemos visto que 
In2=0,69315<1 y In3=1,09861>1. 


Esto significa que el área ACDB (fig. 34) es menor que la uni- 
dad, y el área ACD,B, es superior a la unidad. Conviene es- 
«perar que entre los puntos D y D, habrá un punto D” tal que 
el área ACD'B' será igual a la unidad. Tal punto D” realmente 
existe. Designando por e el segmento OD” podemos afirmar 
que 2<e<3. Haciendo uso de la tabla de logaritmos en la 
página 50, sé puede establecer que 2,7<e<2,8. ' 
En efecto, 

In 2,7=1n 27—in 10:30,993 
y 

in2,8=|n 28—In 10=1,029, 


Existen varios procedimientos que permiten calcular e con 
cualquier grado de precisión. Haciendo caso omiso de ellos, 
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indiquemos como resultado: 

er22,71828 
(todas las cifras escritas son justas). En virtud de la definición 
Ine=1. 


El número e se denomina base de logaritmos naturales, y el 
número de Néper, en honor de Néper, matemático escocés que 
publicó la primera tabla de logaritmos (en el año 1614). 


Haciendo uso de las propiedades de logaritmo natural se 
puede demostrar el siguiente teorema: el logaritmo natural 
de cualquier número positivo bes igual. al :exponente de una 
potencia a la cual se eleva el número e para obteríer el nú- 
mero b. En otras palabras; si Inb=a, entonces b=e*. Por 
ejemplo, de la igualdad ln 2=0,69315 proviene que 2:30%+69315; 
de la igualdad In 1072,30259 proviene que 1072e2+30269, efc. 

Para efectuar la demostración, haremos uso de lá propiedad 
del logaritmo de una potencia. Sea b=e*; entonces Inb= 
=Hne=x Ine. Pero, Ine=1, y, por consiguiente: 


- Inb=x, 
es decir, el logaritmo natural del número bh es igual al expo- 


nente x de la potencia. 
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Asi pues, se puede determinar los logaritmos naturales 
sin recurrir a las imágenes geométricas. Podríamos decir 
desde el mismo principio que el logaritmo natural de un nú- 
mero b es el exponente de la potencia a la cual se debe elevar 
el número e2,71828 para obtener el número b. Pero, en este 
caso no seria claro, por qué razón nos interesan los exponentes 
de un solo número bien determinado, como es el número e. 
Cuando los logaritmos naturales se expresan a través de las 
áreas, su determinación se hace más evidente y no provoca 
ningunas dudas. 

Nos basta añadir que al lado con los logaritmos naturales 
existen otros logaritmos que tienen de base otro número, 
diferente de e. Asi por ejemplo, el logaritmo decimal del nú- 
mero b es nada más que el exponente de la potencia en la que 
se debe elevar el número 10 para obtener b. Fl logaritmo deci- 
mal del número b se designa así: lgb. Si hacemos lgb=P, 
entonces, según la definición, tenemos: b=108; es evidente 
que Ín10=1. Los logaritmos decimales se consideran detalla- 
damente en escuelas secundarias, cuando se emprende el 
estudio del curso de álgebra. Todas las propiedades de los 
logaritmos decimales se obtienen en el curso indicado no por 
medio geométrico, sino basándose en las propiedades conoci- 
das de los exponentes de potencia. 

Los logaritmos naturales y decimales están entrelazados 
de la manera siguiente. Sean: Inb=ax y lgb=f. Esto signi- 
fica que b=e% y b=108, es decir, e*=10%. Por lo tanto, 
Ine2=1n 106, 6, alne=Pln10, es decir, «=[-2,30259. 

Así pues, inb=2,30259lgb, de donde: 

1 
leb = 5:302%0 In b =0,43429 In b. 
Muitiplicando cada logaritmo en la tabla de logaritmos natu- 
rales por 0,43429, obtendremos la tabla de logaritmos deci- 
males. 
Ast, por ejemplo, 


lg 2=0,43429 In 2=0,43429-0,69315-0,30103. 
Para lg10 obtenemos, evidentemente, Ja unidad: 
lg 10=0,43429 In 1070,43429-2,30259=1. 


Tomando el número 10 (que es la base del sistema decimal 
de cálenlos) por base de logaritmos decimales, simplificamos 
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considerablemente las operaciones con cálculos de logaritmos. 
Así, conociendo que lg2=0,30103 y Igl0=1, en seguida 
obtenemos: 
lg 20=182-+lg 10-18 24-1=1,30103, 
lg 200=1g8 2+1g 100=lg 24-2=2,30103, 
ele, 
Si, conociendo que In2=0,69315 y In10=2,302585, de- 


seamos calcular In20 y In 200 tendremos que reafizar las si- 
guientes operaciones: 


In20 =1In 27-1n 10=0,69315-+-2,30259=2,99574, 
In 200=|n 271a 100=1n 2-4-2 ln 10==0,69315-+ 
+4-4,60517=5,29832, 


Es por eso que en calidad del medio auxiliar de los cálcu- 
los se prefieren las tablas de logaritmos decimales, lo que de 
ninguna manera disminuye la importancia de logaritmos na- 
turales, los cuales sirven para la solución de los más diversos 
problemas de las matemáticas y ciencias naturales. En este 
libro se han considerado dos problemas matemáticos con lo- 
garilmos naturales: el problema del área por debajo. de una 
hipérbola equilátera y el de Chébishev sobre la distribución 
de los números simples. 


